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Аннотация. В задачах прогнозирования объемов мета-
на как одного из важных парниковых газов, рассматрива-
емых в перечне причин современного глобального потеп-
ления, необходимо использовать наряду с климатическими 
характеристиками и данные о динамике площадей термо-
карстовых озер в зонах мерзлоты, которые обычно полу-
чают с помощью космических снимков. Ввиду большого 
количества пасмурных дней на северных территориях уда-
ется получить лишь малое количество безоблачных сним-
ков, что приводит к значительным пропускам во времен-
ных рядах площадей озер. Для восстановления пропущен-
ных значений площадей озер в работе предлагается ис-
пользовать новый подход к восстановлению пропусков, 
основанный на методах и алгоритмах энтропийно-
рандомизированного машинного обучения. Этот подход 
предполагает проводить восстановление пропущенных 
значений в экспериментальных данных о площадях термо-
карстовых озер с использованием временных рядов сред-
негодовой температуры и годовой суммы осадков. В каче-
стве экспериментальных данных о площадях термокарсто-
вых озер и климатических параметрах (температура и 
сумма осадков) использованы результаты исследований, 
проведенных в арктической зоне Западной Сибири в пери-
од с 1973 по 2007 г. Исследования проведены на девяти
тестовых участках, выбранных в разных зонах мерзлоты 
(сплошной, прерывистой и островной). Данные о среднего-
довой температуре и годовой сумме осадков для каждого 
тестового участка получены методом реанализа. Разрабо-
танный алгоритм восстановления пропущенных значений 
в рамках указанного подхода реализован с использованием 
инструментов MATLAB R2019a. Рассчитаны пропущенные 
значения для выбранных девяти тестовых участков. Для 
иллюстрации приведены временные ряды значений пло-
щади озер, температуры и осадков на одном из тестовых 
участков. Проведен анализ погрешностей восстановления 
пропусков, который показал, что разработанный алгоритм 
позволяет восстанавливать пропущенные значения 
площадей озер по данным об изменении температуры и 
осад-ков с практически приемлемой точностью. 
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ВВЕДЕНИЕ
Особую важность рандомизированный подход пред-

ставляет для решения задач прогнозирования динамики 
накопления парниковых газов в термокарстовых 
озерах арктической зоны в связи с их влиянием на 
глобальные климатические изменения, что может 
явиться основой разработки и функционирования систем 
адаптации к ме-няющимся условиям среды обитания на 
различных управ-ленческих уровнях. С грядущим 
глобальным потеплением климата в ближайшие 
десятилетия будут ускоряться про-цессы таяния мерзлых 
пород, приводя к дополнительному высвобождению 
углекислого газа, а также метана как продукта 
жизнедеятельности микроорганизмов, перераба-
тывающих оттаявшее органическое вещество. Это спо-
собно внести дополнительный ощутимый вклад в потеп-
ление климата, что вызывает озабоченность мировой 
об-щественности. Осознание этого послужило поводом 
для принятия Парижского климатического соглашения 
(2016), предполагающего разработку в разных странах 
мер, спо-собных не допустить повышение среднегодовой 
темпера-туры Земли более чем на 1,5 °С до 2050 года. 
Разработка таких мер на региональном уровне для 
арктических реги-онов невозможна без формирования 
обоснованных про-гнозов объемов эмиссии метана и 
углекислого газа, кото-рые могут быть основаны на 
знаниях о пространственно-временной динамике полей 
озер на территории регионов.

Задачи прогнозирования динамики накопления парни-
ковых газов в термокарстовых озерах на ближайшие деся-
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Задачи прогнозирования динамики накопления парни-
ковых газов в термокарстовых озерах на ближайшие деся-

тилетия требуют использования данных о временных ря-
дах площадей озер и климатических параметров (темпера-
туры, осадков).

Ввиду большой степени заболоченности арктических 
территорий данные о площадях озер могут быть получены 
только с использованием спутниковых снимков. Ввиду 
большого количества пасмурных дней на северных терри-
ториях удается получить безоблачные снимки лишь в от-
дельные годы. В результате этого полученные временные 
ряды площадей озер обладают значительным числом про-
пущенных значений. Вопросы восстановления пропусков 
во временных рядах, применительно к данным о площа-
дях озер, в настоящее время разработаны недостаточно. 
Наиболее перспективным подходом к восстановлению 
пропусков в наших условиях рассматривается использо-
вание энтропийно-рандомизированных методов, показав-
ших, согласно [1], высокую эффективность в решении 
задач глобальной экономики, демографии и др. Однако 
методические вопросы восстановления пропусков во вре-
менных рядах площадей озер в рамках энтропийно-
рандомизированного подхода не разработаны, что и яви-
лось целью настоящей работы.

ДАННЫЕ
На рис. 1 приведена схема размещения тестовых 

участков (ТУ) для проведения исследований, направлен-
ных на получение данных о временных рядах площадей 
термокарстовых озер, среднегодовой температуры и годо-
вой суммы осадков. 

Рис. 1. Схема расположения тестовых участков на ис-
следуемой территории Западной Сибири

Для получения данных о площадях озер использованы 
космические снимки среднего разрешения (30 м) Landsat, 
полученные в период с 1973 по 2007 г. Методические во-
просы проведения этих исследований изложены в [2]. 
Данные о климатических характеристиках получены с 
использованием процедур реанализа данных [2].

Для примера в табл. 1 приведены данные о средней 

площади термокарстовых озер �̃�𝑆𝑆𝑆изм, среднегодовой темпе-
ратуре 𝑇𝑇𝑇𝑇� , годовой сумме осадков 𝑅𝑅𝑅𝑅� на ТУ - 5.

Таблица 1.
Данные о площади, температуре и осадках на ТУ-5.

Данные
Годы �̃�𝑆𝑆𝑆изм, га 𝑇𝑇𝑇𝑇� , °С 𝑅𝑅𝑅𝑅� , мм �̃�𝑆𝑆𝑆восст, га

1 2 3 4 5 
1973 67,90 -1,00 650,30 67,90
1974 - -3,50 494,25 65,43
1975 - -2,00 684,80 67,12
1976 - -2,50 487,30 65,06
1977 - -2,50 486,50 65,18
1978 - -3,50 706,40 68,32
1979 - -2,00 700,10 67,49
1980 - -2,50 556,50 65,87
1981 - -1,00 534,60 64,85
1982 - -2,50 489,95 65,06
1983 - -1,00 578,80 65,58
1984 68,89 -2,50 465,05 68,89
1985 - -3,50 482,20 65,40
1986 - -3,50 577,30 66,68
1987 - -2,50 467,50 64,78
1988 64,27 -1,00 501,20 64,27
1989 - -1,00 487,70 64,37
1990 - -2,50 462,10 64,85
1991 - -1,00 551,50 65,44
1992 - -3,50 585,30 66,78
1993 - -1,00 471,50 64,30
1994 - -2,50 562,50 65,95
1995 - 0,50 578,90 64,87
1996 - -1,00 571,35 65,68
1997 - -2,50 521,10 65,66
1998 - -3,50 544,80 66,11
1999 - -2,50 563,15 66,10
2000 - -1,00 561,30 65,17
2001 62,36 -2,00 430,20 62,36
2002 - -2,06 520,15 65,21
2003 62,31 -0,48 429,20 62,31
2004 - -1,80 338,40 62,90
2005 - 0,44 343,90 62,07
2006 - -2,78 222,00 61,86
2007 66,96 0,14 325,40 66,96

Как видно из табл. 1 (столбец 2), данные о площадях 
озер имеют большое число пропущенных значений, что 
является характерным для всех исследованных тестовых 
участках. Заметим, что в столбце 5 (табл. 1) представлены 
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восстановленные (модельные) данные о средней площади
озер. В табл. 1 вместо модельных данных которых сохра-
нены значения реальных измерений.  

Рассмотрим вопросы подготовки данных к расчетам.
Данные по площади �̃�𝑆𝑆𝑆, температуре 𝑇𝑇𝑇𝑇� , осадкам 𝑅𝑅𝑅𝑅� собраны
по каждому из исследованных девяти тестовых участков. 
Для расчётов преобразуем данные к стандартному (нор-
мализованному) виду по следующим формулам: 

𝑆𝑆𝑆𝑆 =  
�̃�𝑆𝑆𝑆 − �̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − �̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
,

𝑇𝑇𝑇𝑇 =  
𝑇𝑇𝑇𝑇� − 𝑇𝑇𝑇𝑇�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑇𝑇𝑇𝑇�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑇𝑇𝑇𝑇�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
,  (1)

𝑅𝑅𝑅𝑅 =  
𝑅𝑅𝑅𝑅� − 𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
.

где �̃�𝑆𝑆𝑆, 𝑇𝑇𝑇𝑇� , 𝑅𝑅𝑅𝑅�  – средняя площадь, среднегодовая температура 
и сумма годовых осадков в натуральных величинах (га, 
°С, мм, соответственно), S, T, R – нормализованные значе-
ния площади, температуры и осадков (отображенные на 
промежутке [0,1]), нижний индекс у всех показателей 
означает минимальное и максимальное значение выборки. 

МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ
Технология энтропийно-рандомизированного прогно-

зирования реализуется в следующей последовательности
этапов [1]. Сначала формируется предсказательная ран-
домизированная параметрическая модель (РПМ), синтези-
руются ее определяющие параметры и согласуется с ней 
необходимое информационное обеспечение. РПМ преоб-
разует массив реальных входных данных 𝑋𝑋𝑋𝑋 =  [𝑥𝑥𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑠𝑠𝑠𝑠],
где x(j) 𝝐𝝐𝝐𝝐 𝑹𝑹𝑹𝑹𝒏𝒏𝒏𝒏 в модельный выход, характеризуемый матри-
цей Z = [z(1),...,z(s)], где z(j) ∈ 𝑹𝑹𝑹𝑹𝒎𝒎𝒎𝒎. В общем случае это 
преобразование предполагается динамическим, т.е. мо-
дельный выход, наблюдаемый в момент времени j, зави-
сит от входа, наблюдаемого на некотором историческом 
интервале j –  𝜚𝜚𝜚𝜚, … , j, т.е. от матрицы 𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗) = [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝜚𝜚𝜚𝜚, … , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗]. 
Математическим выражением этой связи является вектор-
ный функционал Ω�(𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝜶𝜶𝜶𝜶,𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)� со случайными пара-
метрами 𝜶𝜶𝜶𝜶 интервального типа

𝜶𝜶𝜶𝜶 ∈  𝓐𝓐𝓐𝓐 =  [𝜶𝜶𝜶𝜶𝑗,𝜶𝜶𝜶𝜶+]. (2)

Вероятностные свойства параметров характеризуются 
функцией плотности распределения вероятности (ПРВ) 
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶), которая предполагается непрерывно-
дифференцируемой.

Выход РПМ в j-й момент времени (момент измерения) 
представляет собой ансамбль Ζ�(𝑗𝑗𝑗𝑗 | 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)) случайных век-
торов

�̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶) = Ω�(𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝜶𝜶𝜶𝜶,𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)�,  j = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����. (3)

Для имитации влияния измерительных ошибок на вы-
ходе объекта вводятся случайные шумы ξ ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚 интер-
вального типа:

ξ𝑗𝑗𝑗𝑗  ∈  Ξ𝑗𝑗𝑗𝑗 = �ξ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 , ξ+
𝑗𝑗𝑗𝑗 �,     j = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠���� (4)

с непрерывно-дифференцируемыми функциями ПРВ 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗(ξ𝑗𝑗𝑗𝑗), j = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����, в соответствии с которыми генерируется 
для каждого момента измерения выхода объекта ансамбль 
ℱ �𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗(ξ𝑗𝑗𝑗𝑗)�. Набор случайных векторов (шумов измере-
ний) за весь интервал измерений описывается матрицей

𝐾𝐾𝐾𝐾 = �ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗), 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠�����, (5)

которая характеризуется совместной функцией ПРВ 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝐾𝐾𝐾𝐾).
Если шумы в измерениях статистически независимые, то

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝐾𝐾𝐾𝐾) =  ∏ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 .          (6)

Наблюдаемый выход РПМ представим в виде:

v�𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶,  ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)� = Ω�(𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝜶𝜶𝜶𝜶,𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)�,   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����. (7)

Случайные векторы (6) образуют ансамбли, матема-
тическое ожидание которых имеет вид:

ℳ{v�𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶,  ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�}  =  ∫𝒜𝒜𝒜𝒜�̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶)𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜶𝜶𝜶𝜶 +
+ ∫Ξ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ

(𝑗𝑗𝑗𝑗)�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗) 𝑑𝑑𝑑𝑑ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗) =

=  𝒲𝒲𝒲𝒲[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�],  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����. (8)

Второй этап технологии рандомизированного прогно-
зирования связан с обучением РПМ. т.е. с оцениванием 
ПРВ ее параметров и шумов измерений. Он реализуется с 
помощью следующего алгоритма [3]:

[𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝐾𝐾𝐾𝐾)]  =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 ℋ[𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝐾𝐾𝐾𝐾)] (9)

на множестве нормированных функций 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝐾𝐾𝐾𝐾), для 
которых выполняются условия эмпирических балансов:

𝒲𝒲𝒲𝒲[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�]  =  𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑗𝑗𝑗𝑗),   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠���� (10)

где 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑗𝑗𝑗𝑗)  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚- вектор реальных измерений выхода объек-
та. 

Задача (9-10) относится к классу функциональных эн-
тропийно-линейных уравнений ляпуновского типа [4], 
которые имеют аналитическое решение, получаемое с 
помощью множителей Лагранжа Θ =  [𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����] (век-
торы 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚): 

 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶)  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–∑ 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 , �̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶)〉𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 �
𝒫𝒫𝒫𝒫(Θ) ,

 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗∗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�– 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 ,   ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)〉�

𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗) ,   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����; 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗∗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�– 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 ,   ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)〉�

𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗) ,   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����; 

Ю.С. Попков, Е.С. Сокол, В.Ю. Полищук,  Ю.М. Полищук, А.В. Мельников
Новый подход к восстановлению пропущенных данных о площади термокарстовых озер Арктики
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восстановленные (модельные) данные о средней площади
озер. В табл. 1 вместо модельных данных которых сохра-
нены значения реальных измерений.  

Рассмотрим вопросы подготовки данных к расчетам.
Данные по площади �̃�𝑆𝑆𝑆, температуре 𝑇𝑇𝑇𝑇� , осадкам 𝑅𝑅𝑅𝑅� собраны
по каждому из исследованных девяти тестовых участков. 
Для расчётов преобразуем данные к стандартному (нор-
мализованному) виду по следующим формулам: 

𝑆𝑆𝑆𝑆 =  
�̃�𝑆𝑆𝑆 − �̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − �̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
,

𝑇𝑇𝑇𝑇 =  
𝑇𝑇𝑇𝑇� − 𝑇𝑇𝑇𝑇�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑇𝑇𝑇𝑇�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑇𝑇𝑇𝑇�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
,  (1)

𝑅𝑅𝑅𝑅 =  
𝑅𝑅𝑅𝑅� − 𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
.

где �̃�𝑆𝑆𝑆, 𝑇𝑇𝑇𝑇� , 𝑅𝑅𝑅𝑅�  – средняя площадь, среднегодовая температура 
и сумма годовых осадков в натуральных величинах (га, 
°С, мм, соответственно), S, T, R – нормализованные значе-
ния площади, температуры и осадков (отображенные на 
промежутке [0,1]), нижний индекс у всех показателей 
означает минимальное и максимальное значение выборки. 

МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ
Технология энтропийно-рандомизированного прогно-

зирования реализуется в следующей последовательности
этапов [1]. Сначала формируется предсказательная ран-
домизированная параметрическая модель (РПМ), синтези-
руются ее определяющие параметры и согласуется с ней 
необходимое информационное обеспечение. РПМ преоб-
разует массив реальных входных данных 𝑋𝑋𝑋𝑋 =  [𝑥𝑥𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑠𝑠𝑠𝑠],
где x(j) 𝝐𝝐𝝐𝝐 𝑹𝑹𝑹𝑹𝒏𝒏𝒏𝒏 в модельный выход, характеризуемый матри-
цей Z = [z(1),...,z(s)], где z(j) ∈ 𝑹𝑹𝑹𝑹𝒎𝒎𝒎𝒎. В общем случае это 
преобразование предполагается динамическим, т.е. мо-
дельный выход, наблюдаемый в момент времени j, зави-
сит от входа, наблюдаемого на некотором историческом 
интервале j –  𝜚𝜚𝜚𝜚, … , j, т.е. от матрицы 𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗) = [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝜚𝜚𝜚𝜚, … , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗]. 
Математическим выражением этой связи является вектор-
ный функционал Ω�(𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝜶𝜶𝜶𝜶,𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)� со случайными пара-
метрами 𝜶𝜶𝜶𝜶 интервального типа

𝜶𝜶𝜶𝜶 ∈  𝓐𝓐𝓐𝓐 =  [𝜶𝜶𝜶𝜶𝑗,𝜶𝜶𝜶𝜶+]. (2)

Вероятностные свойства параметров характеризуются 
функцией плотности распределения вероятности (ПРВ) 
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶), которая предполагается непрерывно-
дифференцируемой.

Выход РПМ в j-й момент времени (момент измерения) 
представляет собой ансамбль Ζ�(𝑗𝑗𝑗𝑗 | 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)) случайных век-
торов

�̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶) = Ω�(𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝜶𝜶𝜶𝜶,𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)�,  j = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����. (3)

Для имитации влияния измерительных ошибок на вы-
ходе объекта вводятся случайные шумы ξ ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚 интер-
вального типа:

ξ𝑗𝑗𝑗𝑗  ∈  Ξ𝑗𝑗𝑗𝑗 = �ξ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 , ξ+
𝑗𝑗𝑗𝑗 �,     j = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠���� (4)

с непрерывно-дифференцируемыми функциями ПРВ 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗(ξ𝑗𝑗𝑗𝑗), j = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����, в соответствии с которыми генерируется 
для каждого момента измерения выхода объекта ансамбль 
ℱ �𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗(ξ𝑗𝑗𝑗𝑗)�. Набор случайных векторов (шумов измере-
ний) за весь интервал измерений описывается матрицей

𝐾𝐾𝐾𝐾 = �ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗), 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠�����, (5)

которая характеризуется совместной функцией ПРВ 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝐾𝐾𝐾𝐾).
Если шумы в измерениях статистически независимые, то

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝐾𝐾𝐾𝐾) =  ∏ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 .          (6)

Наблюдаемый выход РПМ представим в виде:

v�𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶,  ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)� = Ω�(𝑋𝑋𝑋𝑋𝜚𝜚𝜚𝜚(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝜶𝜶𝜶𝜶,𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶)�,   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����. (7)

Случайные векторы (6) образуют ансамбли, матема-
тическое ожидание которых имеет вид:

ℳ{v�𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶,  ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�}  =  ∫𝒜𝒜𝒜𝒜�̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶)𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜶𝜶𝜶𝜶 +
+ ∫Ξ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ

(𝑗𝑗𝑗𝑗)�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗) 𝑑𝑑𝑑𝑑ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗) =

=  𝒲𝒲𝒲𝒲[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�],  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����. (8)

Второй этап технологии рандомизированного прогно-
зирования связан с обучением РПМ. т.е. с оцениванием 
ПРВ ее параметров и шумов измерений. Он реализуется с 
помощью следующего алгоритма [3]:

[𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝐾𝐾𝐾𝐾)]  =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 ℋ[𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝐾𝐾𝐾𝐾)] (9)

на множестве нормированных функций 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝐾𝐾𝐾𝐾), для 
которых выполняются условия эмпирических балансов:

𝒲𝒲𝒲𝒲[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜶𝜶𝜶𝜶),𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�]  =  𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑗𝑗𝑗𝑗),   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠���� (10)

где 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑗𝑗𝑗𝑗)  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚- вектор реальных измерений выхода объек-
та. 

Задача (9-10) относится к классу функциональных эн-
тропийно-линейных уравнений ляпуновского типа [4], 
которые имеют аналитическое решение, получаемое с 
помощью множителей Лагранжа Θ =  [𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����] (век-
торы 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚): 

 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜶𝜶𝜶𝜶)  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–∑ 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 , �̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶)〉𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 �
𝒫𝒫𝒫𝒫(Θ) ,

 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗∗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�– 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 ,   ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)〉�

𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗) ,   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����; 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗∗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�– 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 ,   ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)〉�

𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗) ,   𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����; 

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝐾𝐾𝐾𝐾)  =  ∏ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗∗�ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)�𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑗𝑗𝑗𝑗=1 .  (11)

В знаменателях этих выражений стоят нормировочные 
константы

𝒫𝒫𝒫𝒫(Θ)  =  ∫𝒜𝒜𝒜𝒜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–∑ 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 , �̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶)〉𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑗𝑗𝑗𝑗=1 �  𝑑𝑑𝑑𝑑𝜶𝜶𝜶𝜶, 

𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗)  =  ∫Ξ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒( – 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 ,   ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)〉) 𝑑𝑑𝑑𝑑ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗),    𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠���� . (12)

Оптимальные ПРВ и нормировочные константы пара-
метризованы множителями Лагранжа, которые определя-
ются решением следующих балансовых уравнений:

ℰ(Θ)
𝒫𝒫𝒫𝒫(Θ)

 + 
𝒯𝒯𝒯𝒯𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗)

 =  𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑗𝑗𝑗𝑗),       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����  (13) 

где

ℰ(Θ)  =  ∫𝒜𝒜𝒜𝒜  �̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �–� 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 , �̂�𝑧𝑧𝑧(𝑗𝑗𝑗𝑗|𝜶𝜶𝜶𝜶)〉
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑗𝑗𝑗𝑗=1
�  𝑑𝑑𝑑𝑑𝜶𝜶𝜶𝜶, 

𝒯𝒯𝒯𝒯𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗)  =  ∫Ξ𝑗𝑗𝑗𝑗ξ
(𝑗𝑗𝑗𝑗) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒( – 〈𝜃𝜃𝜃𝜃𝑗𝑗𝑗𝑗 ,   ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗)〉) 𝑑𝑑𝑑𝑑ξ(𝑗𝑗𝑗𝑗),    𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠����.

В нашем случае измеренные данные о площади озер,
обладают большим числом пропущенных значений. Для 
восстановления пропущенных данных воспользуемся 
принципом энтропийной рандомизации по площади, ис-
пользуя имеющиеся данные по температуре и осадкам. 
Известно, что на площадь озер влияет температура и 
осадки, и в первом приближении это влияние можно опи-
сать линейной зависимостью с шумом в виде: 

𝑆𝑆𝑆𝑆[n]  =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑇𝑇𝑇𝑇[n]  +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑅𝑅𝑅𝑅[n] + 𝜉𝜉𝜉𝜉[n]. (15)

Коэффициенты 𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 - случайные, интервальные: 

𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈  𝓐𝓐𝓐𝓐 =  [𝛼𝛼𝛼𝛼−,𝛼𝛼𝛼𝛼+],    𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈  𝓑𝓑𝓑𝓑 =  [𝛽𝛽𝛽𝛽−,𝛽𝛽𝛽𝛽+]. (16)

Обозначим ПРВ параметров 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝛼𝛼𝛼𝛼),𝐹𝐹𝐹𝐹(𝛽𝛽𝛽𝛽). 
Шум также стандартизованный и интервальный: 

𝜉𝜉𝜉𝜉[n]  ∈  Ξ𝑗𝑗𝑗𝑗 = [𝜉𝜉𝜉𝜉−, 𝜉𝜉𝜉𝜉+]. (17)

Обозначим ПРВ шума 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑛𝑛𝑛𝑛]). 
Далее, применяя алгоритм рандомизированного ма-

шинного обучения, получим: 

ℋ = – ∫𝒜𝒜𝒜𝒜  𝑃𝑃𝑃𝑃(𝛼𝛼𝛼𝛼) ln 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝛼𝛼𝛼𝛼) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝛼𝛼 –  ∫ℬ  𝐹𝐹𝐹𝐹(𝛽𝛽𝛽𝛽) ln 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽𝛽𝛽 –              
–∑ ∫Ξ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑄𝑄𝑄𝑄𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚]) 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚])𝑑𝑑𝑑𝑑𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑚𝑚=1  ⇒ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 (18)

при условии нормировки:

∫𝒜𝒜𝒜𝒜𝑃𝑃𝑃𝑃(𝛼𝛼𝛼𝛼) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝛼𝛼  =  1, 
∫ℬ𝐹𝐹𝐹𝐹(𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽𝛽𝛽  =  1,

∫Ξ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑄𝑄𝑄𝑄𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚])𝑑𝑑𝑑𝑑𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚] = 1,    𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘����� (19)

и эмпирических балансов: 

∫𝒜𝒜𝒜𝒜𝑃𝑃𝑃𝑃(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑇𝑇𝑇𝑇[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝛼𝛼 + ∫ℬ𝐹𝐹𝐹𝐹(𝛽𝛽𝛽𝛽)𝛽𝛽𝛽𝛽𝑅𝑅𝑅𝑅[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽𝛽𝛽 +
+∫Ξ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑄𝑄𝑄𝑄𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚])𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚]  =  𝑆𝑆𝑆𝑆[𝑚𝑚𝑚𝑚],    𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘�����. (20)

Решение задачи (18) имеет вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝜃𝜃𝜃𝜃)  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(–𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃))

𝒫𝒫𝒫𝒫(θ) ,

𝐹𝐹𝐹𝐹∗(𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝜃𝜃𝜃𝜃)  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(–𝛽𝛽𝛽𝛽 ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃))

ℱ(θ) ,  (21)

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑚𝑚𝑚𝑚∗ (𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚], 𝜃𝜃𝜃𝜃)  =  
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚])

𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚)
, 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘�����

где 𝜃𝜃𝜃𝜃 =  {𝜃𝜃𝜃𝜃1, . . . ,𝜃𝜃𝜃𝜃𝑘𝑘𝑘𝑘} - множители Лагранжа; 
- нормировочные коэффициенты

𝒫𝒫𝒫𝒫(Θ)  =  ∫𝒜𝒜𝒜𝒜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(–𝛼𝛼𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃))𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝛼𝛼  );
ℱ(θ) =  ∫ℬ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(–𝛽𝛽𝛽𝛽ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃))𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽𝛽𝛽           (22)

𝒬𝒬𝒬𝒬𝑗𝑗𝑗𝑗(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚)  =  ∫ℬ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚])𝑑𝑑𝑑𝑑𝜉𝜉𝜉𝜉[𝑚𝑚𝑚𝑚],      𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘�����

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃) = � 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚𝑇𝑇𝑇𝑇[𝑚𝑚𝑚𝑚],
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑚𝑚=1

  ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃) = � 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚𝑅𝑅𝑅𝑅[𝑚𝑚𝑚𝑚]
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑚𝑚=1

.

Для определения значений множителей Лагранжа 
нужно решить следующую систему уравнений:

𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜃𝜃𝜃𝜃)𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑚𝑚𝑚𝑚) + 𝐾𝐾𝐾𝐾(𝜃𝜃𝜃𝜃)𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑚𝑚𝑚𝑚) + 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜃𝜃𝜃𝜃) = 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑚𝑚𝑚𝑚),𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘����� (23)

𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜃𝜃𝜃𝜃) =
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛼𝛼𝛼𝛼–𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�(𝛼𝛼𝛼𝛼–𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃) + 1)

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛼𝛼𝛼𝛼–𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�– 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛼𝛼𝛼𝛼+𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
+

+
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃))(–𝛼𝛼𝛼𝛼+𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)  +  1 )
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃))(–𝛼𝛼𝛼𝛼+𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)  +  1 )

𝐾𝐾𝐾𝐾(𝜃𝜃𝜃𝜃) =
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛽𝛽𝛽𝛽–ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�(𝛽𝛽𝛽𝛽–ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃) + 1) +
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛽𝛽𝛽𝛽–ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�– 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛽𝛽𝛽𝛽+ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

+

+
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛽𝛽𝛽𝛽+ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃))(–𝛽𝛽𝛽𝛽+ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)  +  1 )
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛽𝛽𝛽𝛽–ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�– 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒�–𝛽𝛽𝛽𝛽+ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

 (24)

𝐺𝐺𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜃𝜃𝜃𝜃) =
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜉𝜉𝜉𝜉–[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚)(𝜉𝜉𝜉𝜉–[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚  +  1 )
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜉𝜉𝜉𝜉–[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚)– 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜉𝜉𝜉𝜉+[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚) +

+
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜉𝜉𝜉𝜉+[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚)(𝜉𝜉𝜉𝜉+[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚  +  1 )
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜉𝜉𝜉𝜉–[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚)– 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒(– 𝜉𝜉𝜉𝜉+[𝑚𝑚𝑚𝑚]𝜃𝜃𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚).

Используя модель для расчета всех пропущенных дан-
ных и сэмплируя ПРВ (24), построим ансамбль траекто-
рий S[n]. Вычислим среднюю траекторию и по ней запол-
ним недостающие данные.

После этого преобразуем данные от нормализованных 
величин к натуральным (га). Для этого произведем дей-
ствие, обратное к (1): 

�̃�𝑆𝑆𝑆восст = 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∗ (�̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − �̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) +  �̃�𝑆𝑆𝑆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 . (25) 

РЕЗУЛЬТАТЫ
В соответствии с алгоритмом были восстановлены 

данные на всех тестовых участках. Для иллюстрации на 
рис 2. представлены результаты восстановления данных 
на тестовом участке № 8. 

На рис. 2 (а) изображен график временного хода вос-
становленных значений площади озер. Сплошными чер-

(14)
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ными точками отображены реальные (измеренные) значе-
ния. Также изображены графики временного хода данных 
температуры и осадков на рис. 2 (b) и рис. 2 (c) соответ-
ственно. 

Рис 2. Временные ряды значений восстановленных 
данных о средней площади (a), результаты измерений 

средней температуры озер (b) и годовой суммы осадков
(c) на ТУ-8

ОЦЕНКА АДЕКВАТНОСТИ МОДЕЛИ
Оценка погрешности моделирования (восстановления)

проводилась как оценка среднего отклонения восстанов-
ленных значений от измеренных данных.

В табл. 2 приведены на всех тестовых участках изме-
ренные и восстановленные (моделированные) значения в 
те годы, в которых были проведены измерения площадей 
озер. 

Для каждого тестового участка рассчитаем среднее от-
клонение восстановленных данных о площади от изме-
ренных значений по следующей формуле:

∆𝑠𝑠𝑠𝑠 =  
1
𝑚𝑚𝑚𝑚
�

|�̃�𝑆𝑆𝑆восст𝑚𝑚𝑚𝑚 − �̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚|
�̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚

,
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑚𝑚𝑚𝑚=1

  (27)

где �̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚– значение средней площади, полученное в ре-
зультате измерений, �̃�𝑆𝑆𝑆восст𝑚𝑚𝑚𝑚 – восстановленные значения
средней площади, m – количество моделируемых точек на 
конкретном ТУ.

Таблица 2.
Восстановленные и измеренные данные на всех ТУ.

ТУ Годы 𝑺𝑺𝑺𝑺�изм,
га

𝑺𝑺𝑺𝑺�восст,
га

5 

1973 67,90 66,61

1984 68,89 64,86

1988 64,27 64,77

2001 62,36 64,11

2003 62,31 63,5

2007 66,96 62,12

6 

1973 47,60 42,95

1987 37,05 36,68

1988 39,43 34,47

2001 33,51 37,46

2003 34,30 35,79

2007 48,66 33,03

7 

1973 19,62 19,53

1984 15,64 17,78

1988 19,69 18,33

2001 18,52 17,22

2003 16,41 17,47

2007 19,68 17,59

14

1984 23,04 21,7

1989 23,07 21,51

1999 21,37 22,48

2001 20,94 21,71

2006 21,21 20,5

2007 20,54 20,85

15

1973 28,65 30,53

1987 32,25 30,32

2001 29,93 29,65

2006 26,92 26,69

16

1973 17,45 16,58

1987 16,96 15,36

2001 14,58 15,85

2006 16,09 15,26

2007 16,53 16,1

20

1988 18,38 17,49

1999 16,08 17,25

2000 17,02 17,32

Ю.С. Попков, Е.С. Сокол, В.Ю. Полищук,  Ю.М. Полищук, А.В. Мельников
Новый подход к восстановлению пропущенных данных о площади термокарстовых озер Арктики
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�̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚

,
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑚𝑚𝑚𝑚=1

  (27)

где �̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚– значение средней площади, полученное в ре-
зультате измерений, �̃�𝑆𝑆𝑆восст𝑚𝑚𝑚𝑚 – восстановленные значения
средней площади, m – количество моделируемых точек на 
конкретном ТУ.

Таблица 2.
Восстановленные и измеренные данные на всех ТУ.

ТУ Годы 𝑺𝑺𝑺𝑺�изм,
га

𝑺𝑺𝑺𝑺�восст,
га

5 

1973 67,90 66,61

1984 68,89 64,86

1988 64,27 64,77

2001 62,36 64,11

2003 62,31 63,5

2007 66,96 62,12

6 

1973 47,60 42,95

1987 37,05 36,68

1988 39,43 34,47

2001 33,51 37,46

2003 34,30 35,79

2007 48,66 33,03

7 

1973 19,62 19,53

1984 15,64 17,78

1988 19,69 18,33

2001 18,52 17,22

2003 16,41 17,47

2007 19,68 17,59

14

1984 23,04 21,7

1989 23,07 21,51

1999 21,37 22,48

2001 20,94 21,71

2006 21,21 20,5

2007 20,54 20,85

15

1973 28,65 30,53

1987 32,25 30,32

2001 29,93 29,65

2006 26,92 26,69

16

1973 17,45 16,58

1987 16,96 15,36

2001 14,58 15,85

2006 16,09 15,26

2007 16,53 16,1

20

1988 18,38 17,49

1999 16,08 17,25

2000 17,02 17,32

2001 17,08 16,97

2006 17,78 16,85

22

1977 27,82 26,36

1984 28,59 28,32

1988 26,02 26,66

1999 24,14 27,8

2000 27,04 27,7

2006 30,32 26,34

24

1977 25,62 22,94

1981 22,59 22,86

1988 24,24 23,73

1999 23,81 23,48

2001 22,96 23,24

2006 23,76 22,86

Полученные данные приведены в табл. 3.

Таблица 3.
Погрешности восстановления данных

ТУ ∆𝑠𝑠𝑠𝑠

1 0,04

2 0,15

3 0,08

4 0,04

5 0,04

6 0,06

7 0,04

8 0,07

9 0,04
Среднее 
значение 0,05

Для оценки погрешности восстановления были рассчи-
таны величины среднего отклонения модельных значений
площади от измеренных величин на всех тестовых участ-
ках по формуле:

∆ =  
1
𝑘𝑘𝑘𝑘
�

|�̃�𝑆𝑆𝑆восст𝑚𝑚𝑚𝑚 − �̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚|
�̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑚𝑚=1

,  (28)

где �̃�𝑆𝑆𝑆изм𝑚𝑚𝑚𝑚 – измеренные значения площади, �̃�𝑆𝑆𝑆восст𝑚𝑚𝑚𝑚 – вос-
становленные значения средней площади, 𝑘𝑘𝑘𝑘 – количество 
всех измеренных значений средней площади по всем те-
стовым участкам. 

В нашем случае было получено следующее значение: 
∆ = 0,06, при этом среднеквадратичное отклонение, рас-
считанное по стандартной формуле, равно 0,09. Следова-
тельно, погрешность восстановления пропусков по разра-
ботанному алгоритму не превышает в среднеквадратиче-
ском 9%, что можно рассматривать как практически при-
емлемый результат.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статьи рассмотрены методические вопросы нового 

подхода к восстановлению пропущенных значений в экс-
периментальных данных о площадях термокарстовых озер 
с использованием временных рядов среднегодовой темпе-
ратуры и годовой суммы осадков. В качестве эксперимен-
тальных данных о площадях термокарстовых озер и кли-
матических параметрах (температура и сумма осадков) 
использованы результаты исследований, проведенных в 
арктической зоне Западной Сибири в период с 1973 по 
2007 г. Для проведения исследований выбраны девять 
тестовых участков, по три в каждой из зон мерзлоты 
(сплошной, прерывистой и островной). Данные о средне-
годовой температуре и годовой сумме осадков для каждо-
го тестового участка получены методом реанализа. Дан-
ные о площадях озер являются результатами дистанцион-
ных измерений по космическим снимкам. Ввиду большо-
го количества пасмурных дней на севере Западной Сиби-
ри в указанный период удалось получить не более восьми 
значений, полученных в те годы, когда имелись безоблач-
ные снимки. Поэтому для восстановления пропущенных 
значений временного ряда, число которых значительно 
превышает число имеющихся измеренных значений, 
наиболее перспективным оказался подход, основанный на 
энтропийно-рандомизированном моделировании, методо-
логия которого разработана в [1, 3]. 

Разработан алгоритм восстановления пропущенных 
значений в рамках указанного подхода, реализованный с 
использованием инструментов MATLAB R2019a. Рассчи-
танные пропущенные значения для указанных девяти те-
стовых участков представлены в табличном виде. Для ил-
люстрации приведены временные ряды значений площади 
озер, температуры и осадков на одном из тестовых участ-
ков. Проведенный анализ погрешностей восстановления 
пропусков показал, что разработанный алгоритм позволя-
ет восстанавливать пропущенные значения площадей озер 
по данным об изменении температуры и осадков с прак-
тически приемлемой точностью.
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Abstract. In the tasks of forecasting the volumes of methane as 
one of the important greenhouse gases considered in the list of 
causes of global warming today, it is necessary to use, along with 
climatic characteristics, data on the dynamics of the areas of 
thermokarst lakes in permafrost, which are usually obtained 
using satellite imagery. Because of a large number of cloudy days 
in the northern territories allows you to get only a small number 
of cloudless images, which leads to significant number of missing 
data in the time series of lakes areas. To restore missing values, it 
is necessary to use a new approach to recovering gaps based on 
methods and algorithms of entropy-randomized machine learn-
ing. This approach involves the restoration of missing values in 
the experimental data on the sizes of thermokarst lakes using 
time series of average annual temperature and annual precipita-
tion. As experimental data on the thermokarst lakes areas and 
climatic parameters (temperature and amount of precipitation), 
we used the results of studies conducted in the Arctic zone of 
Western Siberia from 1973 to 2007. Studies were conducted in 

nine test sites selected in different permafrost zones (continuous, 
discontinuous and insular). Data on the average annual tempera-
ture and annual precipitation for each test site were obtained by 
reanalysis. The developed algorithm for recovering missing val-
ues within the framework of this approach is implemented using 
the MATLAB R2019a tools. The missing values are calculated for 
the selected nine test sites. To illustrate, the time series of the 
values of the area of lakes, temperature and precipitation in one 
of the test sites are shown. An analysis of the omissions recovery 
errors was carried out, which showed that the developed algo-
rithm allows us to restore the missing values of the lake areas 
from the data on changes in temperature and precipitation with 
practically acceptable accuracy.

Keywords: randomization, machine learning, thermokarst 
lakes, climatic parameters, modeling, restoration of missing data.
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